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ABSTRACT

A n  e f f e c t  o f  n e t w o r k  t o p o l o g y  o n  t h e  t e s t a b i -
l l t y  o f  l i n e a r ,  d y n a m l c  n e t w o r k s  i s  s t u d . i e d .  S e v e -
r a l  m e t h o d s  h a v e  b e e n  l n v e s t i g a t e d  t o  d e t e r m i n e  a n
u p p e r  e s t i m a t e  o n  t h e  r a n k  o f  t h e  J a c o b i a n  m a t r i x
a s s 0 c i a t e d  w i t h  n e t w o r k  e q u a t i o n s .  F a c t o r i z e d  f o r m
0 f  t h e  s e n s i  t i v i  t y  f u n c t i o n  w a s  o b t a i n e d  t o  f a c l  I  i -
t a t e  t h e  s y m b o l i c  a n a l y s ' i s  o f  t h e  J a c o b i a n  m a t r i x .
A n  e x a c t ,  t o p o l o g ' i c a l  m e t h o d  t o  d e t e r m i n e  m u l t i f r e -
q u e n c y  m e a s u r e m e n t  o f  t e s t a b i l i t y  i s  s u g g e s t e d .

I .  I N T R O D U C T I O N

A  r e c e n t  p a p e r  I l ]  h a s  c o n s i d e r e d  a n  a l g o r . i t h m
t o  e v a l  u a t e  t h e  m e a s u r e  o f  t e s t a b i  I  i  t y  i n  I  i n e a r ,
a n a l 0 g  s y s t e m s .  T h e  m e a s u r e  i s  b a s e d  o n  t h e  r a n k  o f
t h e  J a c o b i a n  m a t r i x  o f  t h e  r e s p o n s e  v e c t o r  d e t e r -
m i n e d  f  o r  d i  f  f e r e n t  f  r e q u e n c i e s .  C o n s i d e r  a  ' l i n e a r
s y s t e m  d e s c r i b e d  b y  t h e  n o d a l  e q u a t . i o n s

I(s,r,  I t(P' ')  l=[1t"1, (r)
[ 3 (p , s ) l  L  g  J

w h e r e  g = [ O * ) ,  w i t h  k = 1 , . . .  , 0 .  U s i ' , [ | E .  r e s u l  t s  f  r o m  [ Z ]
l u c u l a n o  e t  a l .  e v a l u a t e  t h e  m a x i m u m  r a n k  R * u *  o f
t h e  J a c o b i a n  m a t r i x  0  o f  t h e  s y s t e m  r e s p o n s e - t o
d i  f f e r e n t  e x c i a t i o n s

I ( g , s )  =  ! ( g , t )  1 ( s )  ( 2 )

c a l c u l a t e d  f o r  a n y  p o s s i b l e  s e t  o f  t e s t  f r e q u e n -
c i e s .  T h e  r e s p o n s e  a n d  e x c i t a t i o n  v e c t o r s  y ( p , s )
a n d  x ( s )  h a v e  m  a n d  e  e l e m e n t s  r e s p e c i l v e l y .

S i n c e  e ' l e m e n t s  h i  i  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n
m a t r i x  H ( p , s )  a r e  r a t i 6 n a l  f , u n c t i o n s  o f  t h e  c o m p l e x
f r e q u e n c y  s , ' t h e  r a n k  o f  0  q a n  b e  r e l a t e d  t o  t h e
degree o f  po fynomia ls  o t  i  i t r  the  numera tor  and the
d e n o m i n a t o r  o f  e a c h  f u n c t i o n .  L e t  ( i , j ) t h  e ' l e m e n t
o f  H ( p , s )  b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :

MULTIFREQUENCY MEASUREMENT OF TESTABITITY
IN ANATOG CIRCUITS

J a n u s z  A .  S t a r z y k  a n d  H o n g  D a i

0 h i o  U n i v e r s i t y
D e p a r t m e n t  o f  E ' l e c t r i c a l  a n d  C o m p u t e r  E n g i n e e r i n g

S t o c k e r  C e n t e r ,  A t h e n s ,  0 h i o  4 5 7 0 1

0 =  [0 .k )  ,

w i  t h

w h e r e  A ( q , s )  a n d  A i i ( p , s )  a r e  t h e  d e t e r m i n a n t  o f

I ( g , s )  a n d  t h e  f i r E t  o r d e r  c o f a c t o r  o f  i t s  ( j , i ) t h
e l e m e n t ,  r e s p e c t l v e l y .  T h e  J a c o b ' i a n  m a t r i x

f = I r . . . 1 8 . [ l l ,  ( 4 )

k = l , . . . , !  r
oh..  ,

O r k =  ,  w h e r e r = ( j - l ) m + i ,
d p k

c a n  b e  0 b t a ' i n e d  f  r o m  ( 3 )  b y  d i  f  f  e r e n t i a t . i o n

1 = 1 , . . . , m ,  ( 3 )
J t l  r . . .  , 8  ,

T h i s  w o r k  w a s  s u p p o r t e d  i n  p a r t  b y  t h e  C e n t e r  f o r
E l e c t r o n i c s  a n d  E l e c t r i c a l  E n g i n e e r i n g  a t  t h e
N a t i o n a l  B u r e a u  o f  S t a n d a r d s ,  U n i t e d  S t a t e s
O e p a r t m e n t  o f  C o n m e r c e .

I  l aa . , , ( p , s )0 "1 (P , s )=  - l ' '  -  A (p , s ) -'A -  a ' ( e , s )L  ap r  
- : -

0 A ( p ,  s )-  
a . . . . ( P ' s )

a p l .  J '

( 5 )
A 1
=  -  P - r ( 9 r s ) ,

a ' ( p , s )  r A  -

w h e r e  P r l ( p , t )  a r e  r e a l  p o l y n o m i a l s  o f  s .

U s i n g  T a y l o r , s  e x p a n s i o n  o f  v e c t o r  o b t a i n e o
f r o m  H ( e , r )  a r o u n d  t h e  n o m l n a l  p o i n t  p 6  w e  o b t a i n

v e c [ H ( p , r ) ]  =  v e c [ H ( p o , t ) ]  +  ! ( p o , t )  A p  ,  ( 6 )

a n d  t h e  r a n k  R  o f  0 ( p o , s )  d e t e r m i n e s  h o w  m a n y  e l e _
m e n t s  o f  A p  c a n  b e  u n i q u e t y  e v a l u a t e d .  O b v i o u s ) y
R S C  a n d  f o r  a  s i n g l e  f r e q u e n c y  m e a s u r e m e n t s  R  s  e . m .
M e a s u r i n g  t h e  s y s t e m  r e s p o n s e s  t o  t h e  e x c i t a t i o n s
a t  d i f f e r e n t  f r e q u e n c i e s ,  R  c a n  b e  i n c r e a s e d  b e y o n d
B . r n ,  t h e r e f o r e  m o r e  e l e m e n t s  c a n  b e  e v a l u a t e d .

I n  I l ]  t h e  a u t h o r s  h a v e  s h o w n  t h a t  t h e  m a x i m u m
r a n k  o f  0 ,  c a l c u l a t e d  o v e r  a n y  p o s s i b l e  s e t  o f  t e s t
f requenc ies  R,ns*  i s  equa l  to  the  rank  o f  the  rea l
m a t r i *  ! t * n , ,  w h o s e  k t h  c o l u m n  t s  o b t a i n e d  f r o m  t h e
c o e f f l c i e n t s '  o f  t h e  p o l y n o m l a l s  p l p ( s ) ,  F = 1 , . . . , € . f i .
f n  y n q e l  e s b i m a t e  o f  r o w s  t  o f  r h i i - m i t r i x  i o o p r e d
i n  [ l ]  i s  b a ' s e d  o n  t h e  n u m b e r  o f  r e a c t i v e  e r e m e n t s
I g

t  =  ( Z n o  +  l ) . e . m  ( 7 )

C o n s e q u e n t l y  t h e  a u t h o r s  s u g g e s t  t h a t  . i f  a l l
t h e  c i r c u i t  e l e m e n t s  a r e  f r e q u e n c y  d e p e n d e n t  ( c = n s )
t h e  n u m b e r  o f  r o w s  o f  B  b e c o m e s  e q u a l  t o  ( Z c + i 1 . e : m
a n d  m a x i m u m  t e s t a b i l i t !  c o u l d  b e  r e a c h e d  a l s o  v / i t h
s m a l l  v a l u e s  o f  t h e  t h e  p r o d u c t  e . m .  A c c o r d i n g  t o
o u r  j u d g e m e n t  t h i s  i s  a n  o v e r s . i m p l i f i c a t i o n  o f  w h a t
a p p e a r s  t 0  b e  a  c o m p l e x  p r o b l e m ,  a n d  t h e  t r u e
v a i u e s  o f  R * 1 *  m a y  b e  w e l l  b e l o w  t h e  e s t i m a t e  ( 7 ) .

A * . ( 9 ' s )
t ^  -  J I  

-

" l J  
a ( p , s )  

'



I n  t h i s  p a p e r  w e  a d d r e s s  t h e  p r o b l e m  o f  a n
e f f e c t  o f  t h e  n e t w o r k  t o p o l o g y  o n  t h e  r a n k  o f  t h e
J a c o b i a n  m a t r i x  o b t a i n e d  w i t h  m u l t i f r e q u e n c y
m e a s u r e m e n t s .  I n  w h a t  f o l l o w s  a  r e l a t i o n s h i p  b e t -
w e e n  R 6 3 1  a n d  t h e  o r d e r  o f  c o m p l e x i t y  o f  a n
e l e c t r i c a l  n e t w o r k  i s  d i s c u s s e d .  N e x t ,  w e  d e r i v e  a
f a c t o r i z e d  f o r m  f o r  l r f ( p , s )  a n d  l i n k  i t  t o  t h e
n e t w o r k  t r a n s f e r  f u n c t i 0 n s .  R a n k  I  i m i t a t i o n s  w h i c h
c o m e  f  r o m  t h e  n e t w o r k  d e c o m p o s i  t i o n  i  s  d . i s c u s s e d  i  n
S e c t i o n  l V  a n d  f i n a l l y  a  m e t h o d  b a s e d  o n  t h e  f u l l y
s y m b o l i c  a n a l y s ' i s  i s  p r e s e n t e d ,

I I .  T O P O L O G I C A L  C O N S T R A I N T S .

P r e s e n t e d  i n  t t l  t h e  . i d e a  o f  e v a ' l u a t . i o n  o f  R r l *
0 n  t h e  b a s i s  o f  t h e  r e a l  m a t r i x  i s  e x t r e m e t y  u s e ' f u T
i n  t h e  m u l t i f r e q u e n c y  f a u l t  d i a g n o s i s .  I t  a l l o w s  u s
t 0  d e t e r m i n e  t h e  n u m b e r  o f  t e s t  p o i n t s  n e c e s s a r y  t o
e v a l u a t e  n e t w o r k  e l  e m e n t s  a n d ,  a s  s u c h ,  i  s  h e ' l p i u l
i n  d e s ' i g n i n g  f  o r  t e s t a b i  I  i  t y  a n d  e v a l u a t i o n  o f  t h e
t e s t a b i l i t y  m e a s u r e  f o r  a  g i v e n  s e t  o f  t e s t  p o i n t s .

To  I  ink  the  ne twork  topo ' logy  to  the  degrees  o f
p o l y n o m i a l  s  P r * ( g , t )  r e c a l  I  t h e  o r d e r  o f  c o m p l e x i t y
o f  e l e c t r i c a l  n e L w o r k  N  [ 3 ] ,  d e f i n e d  a s  t h e  n u m b e r
o f  n o n z e r o  z e r o s  o f  t h e  d e t e r m i n a n t  A .  F r o m  [ 3 ]  w e
k n o w  t h a t

t = P n  * p r  + p r  a p r  ,  ( 8 )' o  t o  t s  t s

w h e r e  p r o  ( O r o )  i s  t h e  r a n k  o f  t h e  g r a p h  o b t a i n e d
f r o m  t h e  n e t w o r k  a f t e r  o p e n - c i r c u i t i n g  a l l  e l e m e n t s
w h i c h  a r e  n o t  c a p a c i t o r s ,  ( i n d u c t o r s )  r e s p e c t i v e l y ,
P C s  ( O r r )  i s  t h e  r a n k  o f  t h e  g r a p h  o b t a i n e d  f r o m  

-

t h e  n e t w o r k  a f t e r  s h o r t - c i r c u ' i t i n g  a l l  e l e m e n t s
w h i c h  a r e  n o t  c a p a c i  t o r s ,  ( i n d u c t o r s )  r e s p e c t . i v e l y .

Note  tha t  the  order  o f  compl 'e i i t y  N . i s  a lways
l e s s  o r  e q u a l  t o  t h e  n u m b e r  o f  r E { c t i v e  e l e m e n t s .
Based on  the  eva l  ua ted  order  o f  Uc imp l  ex i  t y  we can
j u s t i f y  t h e i f o l  l o w i n g  c o r o l  l a r y .

C o r o l  I  a r y

A n  u p p e r  b o u n d  o n  t h e  d e g r e e s  o f  t h e  p o l y n o -
m i a l  s  P . t ( g , t )  1 s  e q u a ' l  t o  2 N .  C o n s e q u e n i l y  t h e
u p p e r  b b i . i n d  o n  R r u , .  i s  t o  =  ( Z N  +  l ) . e . m .

E v e n  t i g h t e r  e s t i m a t e  o f  R * u *  c o m e s  f r o m  a d o p -
t i o n  o f  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  t 4 ] - ,  w h e r e  t h e  n e t w o r k
s o l v a b i l i t y  w a s  I  i n k e d  f o r  t h e  f i r s t  t i m e  t o  t h e
d e g r e e s  o f  p o l y n o m i a l s  o f  n u m e r a t o r s  a n d  d e n o m j n a -
t o r -  o f  m e a s u r e d  t r a n s f  e r  f  u n , c t i o n s .  I  f  w e  e s t i m a t e
t h e  n u m b e r  o f  n o n z e r o  c o e f f i g . i g n t s  i n  e a c h  s u c h
p r r l y n o m i a l  b y  N + 1 ,  t h e n  a c c o r d i n g  t o  [ 4 ]  t h e  n u m b e r
o r  e l e m e n t s  o n e  c a n  e v a l u t e  o n  t h e  b a : r s  o f  g i v e n
m e a s u r e m e n t s  ( i . e .  R m a x  )  i s  l t m l t e d  b y

t o = N ' e ' m + e ' m + N  ,

w h ' i c h  i  s  I  e s s  t h a n  t o .  T h i  s  r e s u l  t s  m e a n  t h a t  n o t
a l l  r e a c f i v e  e l e m e n t s  i n  t h e  n e t w o r k  c o n t r i b u t e  t o
t h e  r a n k  o f  t h e  J a c o b i a n  m a t r i x  ( 4 ) ,  a n d  t h a t  t h e
t o p o l  o g y  o f  t n e  n e t w o r k  i  s  c r u c i a ' l  i n  e s t a b l  i s h i n g
i  I s  u p p e r  b o u n d .

7, i -

F i g .  l .  A n  e x a m p l e  o f  o n e - p o r t  n e t w o r k .

A n o t h e r  o b s e r v a t i o n  o n e  c a n  m a k e  i s  t h a t  a
r e l a t i v e  l o c a t i o n  o f  t h e  r e a c t i v e  e l e m e n t s  a n d  t h e
m e a s u r e m e n t  p o i n t s  i s  e q u a l l y  i m p o r t a n t .  T h e  s a m e
network  w i th  the  same number  o f  tes t  po in ts  may
h r v e  d i f f e r e n t  r a n k  o f  0  d e p e n d i n g  o n  t h e  

' l o c a t i o n

o f  t h e  t e s t  p o i n t s .

Exampl  e

C o n s i d e r  a  o n e - p o r t  n e t w o r k  s h o w n  i n  F i g .  l .
I t s  d r i v i n g  p o i n t  i m p e d a n c e  Z i n  i s  e q u a l  t o

,  
a l r  Y 3 * Y r

4 i .  -  =  -

" !  A  ( Y ,  +  Y r )  ( Y ,  +  Y O )  +  y r y .

w h e r e  Y 1  i s  t h e  a d m i t t a n c e  o f  i t h  e l e m e n t .  I n  t h . i s
e x a m p l e  w e  h a v e  o = f i = ! .  T h e  J a c o b i a n  m a t r i x  o f  Z i n
i  s  expressed by

o(s )  =  
u t ,n  

I  
=  az ' in  aYk

-  
a p k  I  k = I , . . .  , 4  O y t  a p k K = l r . , .  , 4

=+[ (Y,+Yo)til, -(Yr+Yo)'#,-'iil, qil I
C o n s i d e r  t h r e e  c a s e s .

l .  A l l  e ' l e m e n t s  a r e  c a p a c i t o r s  w i t h  Y i = s C i .  I n  t h i s
C d S O  f l o : 4 ,  P g O = p g U = 2 ,  p L o = p L r = 0 ,  N = 0 ,  t o = I ,  a n d

,3
! (s )  =  -  g  -1c ,+co)2 ,  -1c ,+co)2 ,  -c l ,  - r t r :  .- a r

O b v i o u s l y  R m a x = I ,  w h i l e  a n  e s t i m a t e  b a s e d  o n  ( 7 )  ' i s
t = 9 .  T h i  s  c a , s e  w e l  I  i  I  I  u s t r a t e s  t h e  e f f e c t  o f  t h e
o r d e r  o f  c o m p l e x i t y  o n  t h e  r a n k  o f  0 .

I I .  L e t  Y 4 = s C 4 ,  d n d  Y i = G i ,  i = 1 , 2 , 3 .  I n  t h i s  c a s e
0 o = 1  ,  t = 3 ,  P C o = 1  ,  P g r = P L g = P L r = 0 ,  N = 1  ,  t o = 3 ,  a n d

I
! ( s )  =  - : 1 -1G,+sco )2 ,  -1c ,+sco )2 ,  - t ' r t ,  - t c ! )  ,-  

A r

w ' i t h  R r6 r=3 .  He re  we  have  an  ag reemen t  be tween  p re -
d i c t e d  a n d  e s t , i m a t e d  v a l u e  o f  t , h e  r a n k .

I I I .  L e t  Y l = s C l ,  a n d  Y i = G i ,  i = 2 , 3 , 4 .  I n  t h i s  c a s e
f , o = 1  ,  t = 3 ,  P C o = l  ,  P g 5 = p L g = p L s = 0 ,  N = 1 ,  t o = 3 ,  a n d

?  2  . '  - 2 t
9 ( s )  =  -  E  - s ( G t + G o ) ' ,  - ( G r + G o ) ' ,  - G ; '  - G 3  ,  '- a .



w i t h  R m a x = z .  T h e  p r e d i c t e d  r a n k  i s  o v e r e s t i m a t e d
a s  t h e  e f f e c t  o f  t h e  r e l a t i v e  l o c a i l o n  o f  t h e  r e a c -
t i  v e  e ' l e m e n t  v .  r .  t .  t h e  m e a s u r e m e n t .

I I I .  F A C T O R I Z E D  S E N S I T I V I T Y

I n  t h i s  s e c t i o n  p o l y n o m i n a l s  P p 1 ( g , r )  o f  ( 5 )
a r e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  p r o d u c t s  o f  t h e
c o f a c t o r s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  m a t r i x . 0 n  s u c h  b a s i s
t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  r a n k  R  s h o u l d  b e  e a s i e r  a n d
d i  r e c t l y  I  i n k e d  t o  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  o f  t h e
a n a l y z e d  n e t w o r k .

C o n s i d e r  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  h i  i  d e s c r i b e d  b y
( 3 ) .  I t s  d e r i v a t i v e  w . r . t .  t h e  p a r a m e t e r  p p  c a n  b e
e x p r e s s e d  a s

0 h i i  a h i i  a Y k
---!,1_ =

3 F k  O Y r  a p k

w h e r e  Y g  i s  t h e  a d m i t t a n c e  o f  p k ,

6 h i j =  i , , r - i t , ,  
,

oYr  Ar

w h e r e  t h e  t r a n s f e r  f u n c t ' l o n  h ( c - d l  i  d e t e r m i n e s  t h e
r e s p o n s e  ( y c - y O )  m e a s u r e d  b e t * e e n ' t h e  n o d e s  c  a n d  d
c l u e  t o  t h e  e x c i t a t i o n  x i ,  a n d  h i ( a - U l  c t e t e r m i n e s
t h e  r e s p o n s e  y i  d u e  t o  t h e  e x c i  t . i t i o n  a p p l  i e d  b e t -
Heen the  noc les  a  and b .

I n  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e ,  w h e n  T  i s  t h e  i n d e f i -
n i t e  a d m i t t a n c e  m a t r i x  o f  a  n e t w o i f ,  t h e n  ( 1 5 )  c a n
b e  r e d u c e d  t o

w h e r e  A i i ,  a  O e n o t e  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e
c o r r e s p 6 n d l n g  c o f a c t , o r s  w . r . t .  Y p .  L e t  t h e  a d m i t -
t a n c e  Y p  b e  l o c a t e d  i n  t h e  c o e f f i c i e n t  m a t r i x  y  o n
t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  r o w s  a ,  b  a n d  t n e  c o l u f r n s
c ,  d  a s  f o l  I  o w s

o h i j  
=  -

oYr

w h e r e  T u y ,  T  i c .  r d ,  T a i  . 6 p  a t ' s  t h e  f  i  r s t  a n d  t h e
s e c o n d  o r d e r ' c o f a c t o r s ' o f  T .  U s ' i n g  ( 1 7 )  o n e  c a n
d e t e r m i n e  t h e  d e g r e e  o t  p o i y n o m i a l s  i n  P r * ( p , s )

I (e, ' )  = 
| I ' (r8)

IV .  MULTITERMINAL NET" iORK L IMITATION

A s  c o u l d  b e  s e e n  f r o m  t h e  c a s e  I I I  o f  E x a m p l e ,
t h e  o r d e r  o f  c o m p l e x l t y  a l o n e  i s  n o t  t h e  o n l y  t o p o -
l o g i c a l  l n f o r m a t l o n  o n e  n e e d s  t o  e v a l u a t e  t h e  r a n k
o f  0 .  T o  d e r i v e  m o r e  a c c u r a t e  e s t i m a t e  o f  R m a x  t h e
e f f E c t  o f  t h e  r e a c t i v e  e l e m e n t s  o n  t h e  i n p u t - o u t p u t
r e l a t i o n s h i p s  m u s t  b e  c o n s l d e r e d .  A s s u m e  f o r  s i m p ' l  i -
c i t y  t h a t  t h e  n e t w o r k  c o n t a i n s  c a p a c i t o r s  a s  t h e
o n l y  f r e q u e n c y - d e p e n d e n t  e l e m e n t s ,  a n d  t h a t  t h e
e x c i t a t i o n  a n d  m e a s u r e m e n t  n o d e s  a r e  t h e  s a m e  ( m - e ) .

I f  a l l  r e a c t i v e  e l e m e n t s  a r e  i n c i d e n t  t o  t h e
m e a s u r e m e n t  n o d e s  o n l y ,  t h e n  t h e  c o e f f i c i e n t  m a t r i x
! ( p , t )  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s

,  ( 1 7 )

t

and

(s )

(  1 0 )

.I
b [ .

c d
a a

.  Y ,  . . .  - Y ,
K K

.  - Y .  Y ,
K K

r a

I t  c a n  b e  s h o w n  t h a t

o  o i r  =  o  oqg , j t  -  a  aad ,5 i  -  o  
l .F . . , j t  

*  a  abd ,5 i

=  au.a j i  -  aa ia jc  -  auoa j i  +  aa ia lo
-  a o . a i i  +  a b i a i .  n  o o o o J i  -  a o i o i o  '  ( 1 2 )

0n  the  o ther  hand

o  a j i  =  ou .a j i  -  aaoa j i  -  aoca j i  *  auoa i i  ,

5 0

a j i A  -  o  A j t  -  - ( A i c  -  A 3 o ) ( A a 1  -  A o i )  .  ( 1 4 )

{ - r o m  ( 1 0 )  v r e  o b t a i n
I

l
l r

- ( 4 . i .  -  A j o ) ( A a i  -  A u i )

a r

t r a n s f e r  f u n c t i  o n ,  w h i  c h
y i  d u e  t o  t h e  e x c i t a t i o n  x j

-  n ( . - o )  
i h i  ( a - u )  '  ( 1 6 )

Gl r (p )+sc r r (Q )  G rz (e )

Gzr (P) Gzz(P)

w h e r e  t h e  s u b s c r i p t s  I  a n d  2  c o r r e s p o n d  t o  t h e
m e a s u r e m e n t  n o d e s  a n d  a l l  t h e  r e m a i n i n g  n o d e s
respec t  i  ve  I  yy .  

. l  n  such a  case
- l  .  - r

I ' (p ,s )  =  G l l (g )+sc l l (e ) -Grz (e \cn (g )c , (p ) .  (1e )

C h a n g i n g  e x c i t a t i o n s  a n d  m e a s u r i n g  r e s p o n s e s  w e  c a n
i d e n t i f y  ! ( q , t ) ,  t h e r e f o r e  f r o m  ( 1 9 )  w e  c a n  f i n d

sc r l ( ! )  =  ! - 1 (q , r )  -  H - l ( p ,o )  , ( 2 0  )

a n d  a l l  t h e  f r e q u e n c y  d e p e n d e n t  e l e m e n t s  c a n  b e
d i  r e c t l y  i d e n t i  f i e d  w h e n  t h e  m e a s u r e m e n t s  a r e  t a k e n
f o r  D C  e x c i t a t i o n s  a n d  t h e n  r e p e a t e d  f o r  s i n g l e ,
n o n z e r o  f r e q u e n c y .  T h i s  r e s u l  t  a l s o  i n d i c a t e s  t h a t
a d d i n g  r e a c t i v e  e l e m e n t s  b e t w e e n  t h e ' n e t w o r k  t e r -
m i n a l s  c a n n o t  i n c r e a s e  t h e  r a n k  R m a x  b y  m o r e  t h a n
i l r e  n u m b e r  o f  r e a c t i v e  e l e m e n t s  a d d e d .

I t  i s  w e l l  k n o w n  [ 4 ] ,  t h a t  1 n  t h e  r e s l s t i v e
network  R66;  5  f i l ' .  In  the  case o f  synmet r lca l
r e s i s t l v e  n e t w o r k  R 6 6 1  s  m ( m + l ) / 2 .  B a s e d  o n  t h e
a b o v e  o b s e r v a t l o n  w e  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t .

8-s!ll-!
I f  a l l  t h e  r e a c t i v e  e l e m e n t s  a r e  ' i n c i d e n t  t o

t h e  m e a s u r e m e n t  n o d e s  o n l y  t h e n  t h e  u p p e r  b o u n d  0 n
R*u*  i5  t ,  =  mr  *  f , ' .

( 1 1 )

( t 3 )

(  l s )
o h i j  

=
oYr

S i n c e  h i j = A j 1 / A  i s  a
d e t e r m i n e s  t h e  r e s p o n s e
w e  c a n  w r i t e

o h i  j  =
o Y r



F i g .  2 .  R e s i s t i v e  a n d  r e a c t i v e  s u b n e t w o r k s .

T h i  s  r e s u l  t
' i n  t h e  c a s e  I  I  I
t r o n  c o m e s  f r o m

R e s u l  t  2

C o n s i d e r  t w o  s u b n e t w o r k s :  N 1  w i t h  t h e  r a n k  o f
i t s  J a c o b i a n  m a t r i x  R 1  a n d  N 2  w i t h  t h e  r a n k  R 2 .  I f
we combine  these two subnetworks  preserv ing  the i r
e x c i t a t i o n  a n d  m e a s u r e m e n t  p o i n t s ,  t h e n  t h e  r a n k
R 6 6 x  f o r  t h e  c o m b ' i n e d  n e t w o r k  i s  l e s s  o r  e q u a l  t o
R 1  +  R 2 .

I f  t h e  n u m b e r  o f  r e a c t l v e  e l e m e n t s  i s  s m a l l ,
compar ing  to  the  number  o f  nodes ,  ue  can use
r e s u l t s  I  a n d  2  t o  o b t a i n  b e t t e r  e s t l m a t e  f o r  t h e
r a n k  R 6 6 1 .  L e t  u s  r e p r e s e n t  c o e f f i c i e n t  m a t r i x  o f
s u c h  a  n e t w o r k  i n  t h e  f o r m  ( 1 8 )  a s s u m i n g  t h a t  t h e
s u b s c r i p t  1  c o r r e s p o n d s  t o  a l l  t h e  a c c e s s i b ' l e  n o d e s
a s  w e l l  a s  t h o s e  i n c i d e n t  t o  t h e  r e a c t i v e  e l e m e n t s .
L e t  m r c  d e n o t e s  c a r d ' i n a l  r t y  o f  t h i s  s e t  o f  n o d e s .
T h i s  d e c o m p o s i t i o n  i s  i l l u s t r a t e d  o n  F i g .  2 ,  i n
w h i c h  w e  h a v e  a s s u m e d  t h a t  t h e  r e a c t i v e  e l e m e n t s
a r e  i n c i d e n t  t 0  t h e ' i n t e r n a l  n o d e s  o n l y .  E v e n  i f
a l l  m + c  t e r r n i n a l s  s h o w n  ' i n  F i g .  2  w e r e  a c c e s s i b l e ,
the  rank  R,n6 ,  fo r  the  comblned ne twork  i s  less  or
e q u a l  t o  R 1  +  R 2 ,  w h e r e  R 1  (  ( m + c ) r  a n d  R 2  5  f l s  5 o
w e  c a n  f o r m u l  a t e  t h e  f o l  I  o w i  n g  r e s u l  t .

can  be  used to  exp la in  vhy  Rmax=Z
o f  E x a m p ' l e .  A n o t h e r  o b v i o u s  l i m i t a -
t h e  n e t w o r k  d e c o m p o s i t i o n .

t o  g e n e r a t e  n u m e r a t o r s  o f  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  m e a s u -
r e d !  | { a s  u s e d .  T h e  r a n k  o f  t h e  J a c o b l a n  m a t r i x  0
h a v e  b e e n  s h o w n  t o  b e  a  f u n c t i o n  o f  t h e  r a n k  o f  a
s e l e c t e d  s u b m a t r i x  o f  t h i s  t o p o l o g i c a l  m a t r i x .  T h e
s u b m a t r i x  m u s t  c o n t a i n  e x a c t l y  o n e  2 - t r e e  f r o m  e a c h
t r a n s f e r  f u n c t i o n .

T o  o u r  k n o w l e d g e  t h i s  i s  t h e  m o s t  e x a c t  m e t h o d
o f  r a n k  e s t i m a t l o n  b a s e d  0 n  t h e  n e t w o r k  t o p o l o g y ,
b u t  i t  i s  a l s o  t h e  m o s t  e x p e n s i v e  o n e  s i n c e ' i t
r e q u i r e s  f u l  l y  s y m b o l  i c  a n a l y s i s  o f  a  g i v e n  n e t -
w o r k .  T h i s  m e t h o d  c a n  b e  a p p l i e d  t o  f i n d  r a n k  R 1
and R2 ' in  the  separa ted  subnetworks  and es t imate
R 6 6 x  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e  R e s u l t  2 .

O n e  c a n  t h i n k  o f  a  n e w  m e t h o d  a p p l i e d  d i r e c t l y
t o  t h e  n e t w o r k  w h i c h  c o n t a i n s  b o t h  r e s l s t l v e  a n d
reac t ive  e lements .  l . {e  have tes ted  a  method wh ich
m o d i f i e s  a p p r o a c h  p r e s e n t e d  1 n  [ 5 ]  d t s t t n g u i s h i n g
2 - t r e e s  o f  d i f f e r e n t  d e g r e e  o f  c o m p ' l e x  v a r i a b ' l e  s .
T h e  s u b m a t r l x  o f  t h e  t o p o l o g i c a l  m a t r l x  I  c o n t a l n s
s e l e c t e d  2 - t r e e s .  E a c h  2 - t r e e  h a s  a  d l s t i n c t  d e g r e e
o f  s  f o r  e a c h  t r a n s f e r  f u n c t i o n .  R e s u l t s  o f  o u r
r e s e a r c h  o n  t h i s  n e w  m e t h o d  a r e  t o  b e  r e p o r t e c l .

CONCULS I ON5

T h e  r a n k  o f  t h e  J a c o b i a n  m a t r l x  o f  t h e  n e t w o r k
e q u a t i o n s  i n  m u l t i f r e q u e n c y  m e a s u r e m e n t s  d e p e n d s  o n
t h e  o r d e r  o f  c o m p l e x i t y  o f  t h e  a n a l y z e d  n e t w o r k  a s
w e l  1  a s  o n  t h e  r e l a t i v e  l o c a t i o n  o f  r e a c t i v e  e l  e -
m e n t s  a n d  t h e  t e s t  p o i n t s .  D e c o m p o s i t i o n  o f  t h e  n e t -
w o r k  c a n  b e  u s e d  t o  s e p a r a t e  a n  e f  f e c t  o f  r e a c t ' i v e
a n d  r e s i s t i v e  e l e m e n t s .  I n  t h e  d e c o m p o s e d  n e t w o r k
w e  c a n  a n a l y z e  e a c h  p a r t  f o r  t e s t a b i l i t y  t o  o b t a i n
a n  u p p e r  e s t i m a t e  0 n  t h e  r a n k  o f  t h e  J a c o b i a n
m a t r i x .  A n  e x a c t  m e t h o d  o f  r a n k  e s t i m a t i o n  r e q u i r e s
f u l  l y  s y m b o l  i c  a n a ' l y s i s  o f  a  g i v e n  n e t w o r k .  T h i s
r n e t h o d ,  a l t h o u g h  t h e  m o s t  e x p e n s i v e ,  i s  v e r y
a c c u r a t e  a n d  c a n  b e  u s e d  t 0  d e v e l 0 p  a n  e f f i c i e n t
t e s t i n g  s t r a i . t e g y  i n  t h e  l a r g e ,  d y n a m i c  n e t w o r k s .
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{p-/\
r e s l s t i v e  I  f  r e a c t i v e
network I-!-l network

\ -l
_+\
m + G  \ -/

R e s u l  t  3

A n  u p p e r  b o u n d  o n
t J e n t  l i n e a r  n e t w o r k  i s

R m a x  i n  t h e ,  f r e q u e n c y  d e p e n -
t Z = ( m + c ) n . + o o .

P a r t i t l o n  s h o w n  i n  F i g . 2  c a n  b e  u s e d  t o  s e p a -
r a t e  e f f e c t  o f  r e a c t i  v e  a n d  r e s i  s t i  v e  e l  e m e n t s .
U s i n g  e y . c i t a t i o n s  a n d  r e s p o n s e s  o n  t e r m i n a l s  m + l  t o
m + c  a t  a  s i n g l e  n o n z e r o  f r e q u e n c y  o n e  c a n  i d e n t i f y
n o  m o r e  t h a n  c z  r e a c t i v e  e l e m e n t s .  I f  t h e  n e t w o r k
i s  s y n m e t r i c a l  t h e n  w e  c a n  o b t a i n  a  s p e c i a l  c a s e  o f
R e s u l t  3  f o r m u ' l a t e d  a s  f o l l o w s .

t r

R e s u l  t  4

An upper  bound on  R66x in  the  f requency  depen-
dent  I  i  near ,  synmet r i  ca l  ne twork  ' i s

)
t r = [ ( m + c )  ( m + c 1 l ) + c - + c ] / 2  .

F i n a l l y  i f  t h e  e x c i t a t i o n  a n d  m e a s u r e m e n t  n o d e s  a r e
d i f f e r e n t ,  t h e n  t 2  i n  R e s u l t  3  s h o u l d  b e  r e p l a c e d  b y

t 4 =  ( m + c )  ( e + c ) t R r .

V. RANK TEST BASED ON TOPOLOGICAL ANALYSIS

l n  [ 5 ]  t h e  e l e m e n t s  o f  a  r e s i s t ' i v e  n e t w o r k  w e r e
i d e n t ' i f  i e o  u s i n g  t o p o l  o 9 ' i c a l  a n a l y s i  s  t o o l  s .  A  t o p o '
l o g i c a l  m a t r i x  B ,  w h i c h  r e p r e s e n t s  2 - t r e e s  n e e d e d


